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L’ENVELOPPE LOCALE DES PERTURBATIONS D’UNE
UNION DE PLANS TOTALEMENT RE´ELS QUI SE
COUPENT EN UNE DROITE RE´ELLE
Nguyen Quang Dieu
Abstract
In this note by using techniques similar to that of [2] and [3], we
study the local polynomial convexity of perturbation of union of
two totally real planes meeting along a real line.
1. Pre´liminaires
Soit K un compact de Cn. On appelle enveloppe polynoˆmiale de
K le compact Kˆ de´ﬁni comme l’ensemble des points a de Cn tels que,
pour tout polynoˆme holomorphe P de n variables, on ait |P (a)| ≤ →
z∈K
max |P (z)|. On dit que K est polynoˆmialement convexe si Kˆ = K. Pour
un ensemble ferme´ arbitraire K dans Cn, un point a ∈ K, on dit que
K est localement polynoˆmialement convexe (LPC) en a s’il existe une
petite boule U centre´e en a tel que U ∩K est polynoˆmialement convexe.
L’objet de ce travail est une e´tude de la convexite´ polynoˆmiale locale
en 0 d’une re´union de deux graphes totalement re´els M1 et M2 dans C2
qui satisfont la condition que T0M1∩T0M2 est une droite re´elle, ou` T0Mi
est l’espace tangent de Mi en 0.
Il prolonge des re´sultats dans nos articles pre´ce´dents [2] et [3] ou` nous
avons e´tudie´ les cas T0M1 = T0M2 et T0M1 ∩ T0M2 = {0}.
Dans le cas ou` M1 est analytique re´el, apre`s un changement de co-
ordonne´es on peut supposer que M1 = {(z, w) : w = z¯}. Comme
T0M1 ∩ T0M2 est une droite re´elle, on de´duit que T0M2 = {(z, w) :
w = az + bz¯}, ou` a, b sont des constantes ve´riﬁant
|a| = |b− 1|, ab 	= 0.
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Apre`s le changement des coordonne´es
z′ = z/α, w′ = w/α¯
ou` α satisfait aα = (b¯ − 1)α¯, le plan T0M2 devient {(z, w) : w′ = z¯′ +
λz′ + λ¯z′} (ou` λ = b − 1). Alors sans perdre de ge´ne´ralite´, on peut
supposer (dans le cas ou` M1 est analytique re´el) que
M1 = {(z, w) : w = z¯}, M2 = {(z, w) : w = z¯ + λz¯ + λ¯z + ϕ(z)},(1)
ou` λ ∈ C\{0,−1} et ϕ est une fonction de classe C1 dans un petit
voisinage de 0 ∈ C satisfaisant ϕ(0) = ∂ϕ/∂z(0) = ∂ϕ/∂z¯(0) = 0.
Notons cette classe comme C1({0}).
Remarquons que d’une part le seul hyperplan qui contienne T0M1 ∪
T0M2 est de´ﬁni par l’e´quation Im(z+w) = 0; d’autre part l’intersection
T0M1 ∩ T0M2 est exactement la droite re´elle l = {(z, w) : w = z¯, λz¯ +
λ¯z = 0}, alors la droite complexiﬁe´e l˜ de l de´ﬁnie par λw + λ¯z = 0 est
contenue dans l’hyperplan Im(z + w) = 0 si et seulement si λ ∈ R.
Lorsque λ 	∈ R, on conjecture que la re´union M1 ∪M2 est toujours
LPC en 0. Les Propositions 2.2 et 2.3 sont des re´sultats partiels dans
cette direction. Des re´sultats similaires sont sans doute de´ja` connus par
les spe´cialistes du sujet, comme l’avait indique´ Franc Forstneric a` Pascal
Thomas en 1993.
Le lemme suivant, duˆ essentialement a` E. Kallin (voir [1], [4]) est tre`s
utile pour montrer la convexite´ polynoˆmiale de re´unions de compacts
polynoˆmialement convexes.
Lemme 1.1 (Lemme de Kallin). Soient K, L deux compacts polynoˆ-
mialement convexes de Cn. On suppose qu’il existe une fonction p holo-
morphe dans un voisinage de (K∪L)ˆ satisfaisant les conditions suivantes
(i) (p(K))ˆ ∩ (p(L))ˆ = ∂C(p(K )ˆ) ∩ ∂C(p(L)ˆ) = {0}.
(ii) p−1(0) ∩ (K ∪ L) est polynoˆmialement convexe.
Alors K ∪ L est polynoˆmialement convexe.
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2. Re´sultats
Dans cet article, on prend toujours les graphes M1 et M2 ayant la
forme (1). Pour r > 0 nous posons Mri = Mi ∩ {(z, w) : |z| ≤ r}. Il est
facile de voir que M1 ∪M2 est LPC en 0 si et seulement si il existe r > 0
tel que Mr1 ∪Mr2 est polynoˆmialement convexe en 0. Ecrivons π pour la
projection sur la premie`re coordonne´e dans C2, i.e. π(z, w) = z.
Le premier re´sultat concerne le cas ou` la partie quadratique de ϕ n’est
pas nul. Ce re´sultat est dans le meˆme esprit que la Proposition 2.1 dans
[2] et la Proposition 3.8 dans [3]. Pour ϕ(z) = az¯2, nous avons
Proposition 2.1. Soit λ ∈ R\{0,−1}. Alors, on a
a) Si a 	∈ R alors pour tout ϕ∗ ∈ C1({0}) satisfaisant ϕ∗(z) = o(|z|2),
M1 ∪M∗2 est LPC en 0 ou` M∗2 = {(z, w) : w = z¯+λz¯+λz+az¯2 +
ϕ∗(z)}.
b) Si a ∈ R et a 	= 0 alors il existe ϕ∗ analytique re´el dans un petit
voisinage de 0 ∈ C satisfaisant ϕ∗(z) = O(|z|3), tel que M1 ∪M∗2
n’est pas LPC en 0.
De´monstration: a) De´ﬁnissons le polynoˆme suivant
p(z, w) = z + w + α¯z2 + αw2,
ou` α sera choisi plus tard. Il est e´vident que pour tout α on a p(M1) ⊂ R.
On va montrer que pour α bien choisi et pour r > 0 assez petit p((M∗2 )
r)
ne coupe R qu’en 0. En eﬀet, d’une part on a
p(z, z¯ + λz¯ + λz + az¯2 + ϕ∗(z)) = (λ+ 1)(z + z¯) + az¯2
+ α¯z2 + α((λ+ 1)z¯ + λz)2 + o(|z|2)
= (λ+ 1)(z + z¯) + (a+ α(λ+ 1)2)z¯2 + (α¯ + αλ2)z2
+ 2λ(λ+ 1)α|z|2 + o(|z|2).
Comme a 	∈ R, il existe α 	∈ R tels que
a = α¯λ2 − α(λ2 + 2λ),(2)
il s’ensuit que pour r > 0 assez petit on a
Im p(z, λz + (λ+ 1)z¯ + az¯2 + ϕ∗(z)) = 2λ(λ+ 1) Imα|z|2 + o(|z|2).
Donc que pour r > 0 suﬃsamment petit p((M∗2 )
r) ∩ R = {0}, d’ou`
l’assertion. D’apre`s le lemme de Kallin on a que M1 ∪M∗2 est LPC en 0.
b) Comme a ∈ R\{0}, a` partir de (2) on de´duit que α ∈ R\{0}. On
divise la de´monstration en 2 e´tapes.
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1e`re e´tape. On montre qu’il existe ϕ∗ analytique re´el dans un voisinage
de 0 dans C satisfaisant ϕ∗(z) = O(|z|3) tel que pour r > 0 assez petit
Mr1 ∪(M∗2 )r est contenu dans l’hypersurface {(z, w) : Im p(z, w) = 0}, ou`
p est le polynoˆme construit en (a). On veut trouver ϕ∗ avec la re´gularite´
de´sire´e et ve´riﬁant dans un petit voisinage de 0 l’identite´ suivante
Im p(z, z¯ + λz + λz¯ + ϕ(z) + ϕ∗(z)) ≡ 0.
Observons que
p(z, z¯ + λz + λz¯ + ϕ(z) + ϕ∗(z)) = a1(z) + a2(z)ϕ∗(z) + α(ϕ∗(z))2,
ou` a1(z) = p(z, z¯+λz¯+λz+ϕ(z)), a2(z) = 1 +O(|z|). D’apre`s le choix
de α on a Im a1(z) = O(|z|3). Alors on prend ϕ∗v(z) tel que
i Im a1(z) + a2(z)ϕ∗(z) + α(ϕ∗(z))2 ≡ 0.
Il suﬃt de poser
ϕ∗(z) =
−a2(z) +
(
a22(z)− 4αi Im a1(z)
)1/2
2α
=
−2i Im a1(z)
a2(z) +
(
a22(z)− 4α Im a1(z)
)1/2 ,
ou` la racine carre´e est prise dans le plan {Re z > 0}. Puis, il est facile
de ve´riﬁer que ϕ∗ est la fonction de´sire´e.
2e`re e´tape. On prouve que la re´union M1 ∪ M∗2 n’est pas LPC
en 0. D’apre`s le Lemme 2.4 dans [2] et ce qui a e´te´ obtenu dans l’e´tape
pre´cedente on voit que
(Mr1 ∪ (M∗2 )r )ˆ = →
t∈R
∪(p−1(t) ∩ (Mr1 ∪ (M∗2 )r))ˆ.
Pour calculer chaque terme du coˆte´ droit, il est utile de regarder sa
projection sur le plan {w = 0}. Plus pre´cise´ment on pose,
γ1(t) := π(p−1(t) ∩Mr1 ) = {z : |z| ≤ r, p(z, z¯) = t}
γ2(t) := π(p−1(t) ∩ (M∗2 )r) = {z : |z| ≤ r,
p(z, λz + (λ+ 1)z¯ + ϕ(z) + ϕ∗(z)) = t}.
Nous aﬃrmons qu’il existe un domaine borne´ dont le bord est γ1(t)∪
γ2(t). Pour cela, on re´ecrit γ1(t) et γ2(t) de facon plus pre´cise. Dans les
coordonne´es z = (x, y), la courbe γ2(t) devient
γ2(t) = {(x, y) : 2(λ+ 1)x+ 2α(1 + λ2)(x2 − y2)
+ 2αλ(λ+ 1)(x2 + y2) + o(x2 + y2) = t}.
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D’apre`s le the´ore`me des fonctions implicites on a
γ2(t) = {(x, y) : x = g2(t, y) = t2(λ+ 1) +
α(1− λ)
1 + λ
y2 + o(|t|+ y2)}.
Un raisonnement similaire (et plus facile) nous donne
γ1(t) = {(x, y) : x = g1(t, y) := t2 + αy
2 + o(|t|+ y2)}.
Notons que
g1(t, y)− g2(t, y) = λt2(λ+ 1) +
2αλ
1 + λ
y2 + o(|t|+ y2).
Comme λ 	= 0, on voit facilement que les deux courbes γ1(t) et γ2(t)
se coupent exactement en 2 points pour tout t assez petit satisfaisant
αt < 0.
Donc elles entoureront un domaine borne´ Ω(t). Puis au vu du the´o-
re`me des fonctions implicites pour les fonctions holomorphes on obtient
une fonction holomorphe q(z, t) dans un voisinage de 0 ∈ C2 satisfaisant
p(z, q(z, t)) ≡ t. Finalement, il suit du principe du module maximum
que pour t assez petit l’enveloppe (p−1(t)∩ (Mr1 ∪ (M∗2 )r))ˆ est le graphe
de q au dessus de Ω(t). Ceci ache`ve la de´monstration.
Remarque 1. On peut trouver une proposition analogue a` la Proposi-
tion 2.1 en remplacant ϕ par une polynoˆme quadratique plus ge´ne´ral.
Les de´tails sont laisse´s au lecteur.
Proposition 2.2. Soit ϕ une fonction a` valeurs re´elles dans C1({0}).
Alors M1 ∪M2 n’est pas LPC en 0 si et seulement si
(i) λ est re´el.
(ii) Pour t assez proche de l’origine l’ensemble {z : Re z= t/2, 2λRe z+
ϕ(z) = 0} contient au plus 1 composante connexe.
De´monstration: Remarquons que l’application p(z, w) = z + w envoie
les deux graphes M1, M2 sur R. Alors d’apre`s le Lemme 2.4 dans [2]
on voit que M1 ∪M2 est LPC en 0 si et seulement si, pour tout t assez
petit l’ensemble
St = p−1(t) ∩ (M1 ∪M2)
est polynoˆmialement convexe, cela est le cas si et seulement si π(St) est
polynoˆmialement convexe. Notons que
π(p−1(t) ∩M1) = {z : Re z = t/2}
π(p−1(t) ∩M2) = {z : z + z¯ + λ¯z + λz¯ + ϕ(z) = t}.
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Il s’ensuit que
π(p−1(t)∩M1)∩π(p−1(t)∩M2) = {z : Re z = t/2, λ¯z+λz¯+ϕ(z) = 0}.
On conside`re deux cas:
(a) Si λ n’est pas re´el, alors la courbe γ de´ﬁnie par l’e´quation {λz¯ +
λz +ϕ(z) = 0} coupe la droite Re z = t/2 en exactement un point
pour t assez petit. Donc St est polynoˆmialement convexe.
(b) Si λ est re´el, alors π(St) est polynoˆmialement convexe si et seule-
ment si l’intersection de γ et de la droite Re z = t/2 contient au
plus 1 composante connexe. D’ou` le re´sultat.
Le dernier re´sultat montre la conjecture mentionne´e au de´but de cet
article, avec une forte hypothe`se sur l’intersection M1 ∩M2.
Proposition 2.3. Supposons que M1 ∩ M2 est une courbe analytique
re´elle et λ ∈ C\R. Alors M1 ∪M2 est LPC en 0.
De´monstration: D’abord, on observe que la condition que M1 ∩M2 est
une courbe analytique re´elle implique que l’e´quation
λ¯z + λz¯ + ϕ(z) = 0
de´ﬁnit une courbe analytique re´elle, passant par l’origine. Il s’ensuit
qu’il existe une fonction analytique re´elle a` valeurs re´elles h ∈ C1({0})
tel que
λ¯z + λz¯ + ϕ(z) = (a¯z + az¯ + h(z))g(z),
ou g est une fonction de classe C1 dans un voisinage de 0 satisfaisant
ag(0) = λ ∈ C \R.
Ensuite, e´crivons h˜(z, w) la fonction complexiﬁe´e de h, posons
H(z, w) = a¯z + aw + h˜(z, w).
Clairement H est une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 ∈ C2.
De plus H(M1) est contenue dans la droite re´elle. On montre que pour
r > 0 suﬃsamment petit, H(Mr2 ) ∩ R = {0}. En eﬀet, pour z assez
proche de l’origine, un calcul e´le´mentaire similaire a` celui de la preuve
de la Proposition 2.1(a) nous donne
| ImH(z, z¯ + λz¯ + λ¯z + ϕ(z))|
= |(a¯z + az¯ + h(z))| | Im(ag(z))|+ o(|(a¯z + az¯ + h(z))g(z)|).
Comme Im(ag(0)) 	= 0 on de´duit que pour r assez petit on a H(Mr2 ) ∩
R = {0}. D’apre`s le lemme de Kallin on obtient le re´sultat desire´.
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Voici les grandes lignes d’une autre de´monstration de la Proposi-
tion 2.3 sugge´re´e par le referee, elle permet une interpre´tation plus
ge´ome´trique de notre re´sultat.
Apre`s un changement biholomorphe (local) des coordonne´es, on peut
supposer que M1 est R2, de plus M1 ∩ M2 est la droite x = 0, ou`
z = x + iy. Il n’est pas diﬃcile de voir que l’application p(z, w) = w
envoie M1 sur l’axe re´el et M2 sur un ensemble qui recontre l’axe re´el en
un seul point. D’apre`s le lemme de Kallin on ache`ve la de´monstration.
Les re´sultats de cet article et nos re´sultats pre´ce´dents [2], [3] sugge`rent
la conjecture suivante:
Conjecture. Soient M1 et M2 des graphes totalement re´els dans C2,
dont l’intersection contient l’origine. Alors soit M1 ∪M2 est localement
polynoˆmialement convexe a` l’origine, soit son enveloppe locale est une
union de surfaces de Riemann.
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